Ein Klimamodell im Mathematikunterricht

Giinther Karigl, TU Wien

In diesem Aufsatz wird der Versuch unternommen, ein mathematisches Modell zur
Beschreibung globaler Klimainderungen auf unserer Erde fiir die Behandlung im
Schulunterricht aufzubereiten. Dabei werden sowohl die Modellbildung wie das
Modellverhalten ausfiihrlich diskutiert. Die gewahlte Thematik eréffnet Quer-
verbindungen von der Mathematik zur Physik, in den Umweltbereich und zur
Informatik. Als Erganzung zu dieser Darstellung ist eine Programmdiskette mit
Computerprogrammen zu den besprochenen Modellvarianten vom Autor erhaltlich.

1. Einleitung

Klima beschreibt den mittleren, langfristig verdnderlichen Zustand der Atmosphére an der
Erdoberflache. Im Gegensatz zum kurzfristigen Wettergeschehen, das sich in einem Zeitraum
von Stunden oder Tagen abspielt, liegt der Zeithorizont beim Klima im Bereich von Jahren und
Jahrzehnten. Das Klima ist eine Folge externer Einflisse, vor allem der Sonneneinstrahlung,
auf unsere Erde sowie physikalischer Vorginge in der Atmosphdre. Der Verlauf dieser
Prozesse wird durch Klimafaktoren wie geographische Breite, Verteilung von Festland und
Meer, Meeresstromungen, Vegetation u. a. beeinflult. Der Zustand des Klimasystems wird
durch die Klimaelemente wiedergegeben, das sind z. B. Lufttemperatur, Luftdruck, Wind oder
Niederschlag.

Seit den siebziger Jahren gibt es erste Ansatze, unser Klimasystem durch mehr oder weniger
aufwendige mathematische Modelle, sogenannte Klimamodelle, quantitativ zu beschreiben
(siche Bayer (1991) fiir eine Ubersicht). Die Aufgabe eines Klimamodells ist es, unter
Berucksichtigung moglichst vieler verfugbarer Informationen iber externe Einflusse und
interne Wechselwirkungen die zeitliche Entwicklung der Klimagrofen, wenigstens jedoch der
bodennahen Lufttemperatur, anzugeben bzw. vorherzusagen. Von diesem Ziel ist die
Wissenschaft heute allerdings noch weit entfernt.

Im folgenden sollen unter stark einschrankenden Annahmen drei einfache Klimamodelle
vorgestellt werden, welche in der Lage sind, einen dem heutigen Klimasystem entsprechenden
Klimazustand wiederzugeben. Einzige Zustandsgrofie ist die Temperatur, deren zeitlicher
Verlauf durch das Modell beschrieben werden soll. Ferner werden sowohl der horizontale als
auch der vertikale WarmefluB vernachlassigt, sodaf3 sich reine Zeitmodelle ergeben. Im ersten
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Ansatz wird ein Grundmodell beschrieben, welches einen langfristig stationdren, gegeniiber
lokalen Temperaturschwankungen sowie moglichen Anderungen der Sonneneinstrahlung
stabilen Klimazustand ermoglicht. Im darauffolgenden Modell wird eine Ruckkoppelung
zwischen der Wirmeeinstrahlung und der aktuellen Temperatur beriicksichtigt, welche zu
einem ganzlich unterschiedlichem Stabilitdtsverhalten der stationiren Klimazustande fuhrt.
SchhieBlich kann durch einen Ansatz mit temperaturabhangiger Wérmeausstrahlung ein
Treibhauseffekt in das Klimamodell einbezogen werden, der im letzten Modell untersucht wird.

Durch die vorliegende Auswahl sind sowohl zur Modellbildung als auch zum Verstandnis des
Modellverhaltens nur relativ einfache mathematische Methoden erforderlich. Dort, wo
quantitative Losungsmethoden fehlen oder im Schulunterricht nicht zur Verfiigung stehen,
fiilhren - wie haufig in der angewandten Mathematik - qualitative Uberlegungen und
Simulationen zur Einsicht in die Dynamik der betrachteten Systeme. Durch den unmittelbaren
Anwendungsbezug und seine Nidhe zum Bereich Umwelt und zur Informatik erscheint das
gewihlte Thema fiir Projekte, das vertiefende Wahlfach, Fachbereichsarbeiten oder fiir die
facheruibergreifende Matura in der AHS besonders geeignet.

2. Ein Referenzmodell

Ausgangspunkt fiir die mathematische Modellbildung ist eine globale Energiebilanz, derzufolge
sich die Anderung der im Klimasystem gespeicherten Wirmemenge als Differenz von
Wirmeeinstrahlung und Wirmeausstrahlung darstellen 14f3t. Betrachten wir als zentrale
KlimagroBe die bodennahe Lufttemperatur T in Abhangigkeit von der Zeit t, so gilt

(D ¢+ dT/dt = Rein(T) — Rau(T),

wobei simtliche GroBen iber alle geographischen Lingen und Breiten raumlich sowie
langfristig zeitlich gemittelt anzusehen sind. Die linke Seite von Gleichung (1) beschreibt die
Wirmespeicherung und Rein(T) bzw. Rauu(T) bezeichnen die i.a. von der Temperatur T ab-
hangige Sonneneinstrahlung bzw. in den Weltraum abgegebene Warmeausstrahlung, jeweils
pro Flichen- und Zeiteinheit (in W/m?).

Der Speicherterm c¢-dT/dt bestimmt das zeitabhingige Verhalten des Systems (1) und ist pro-
portional zur zeitlichen Temperaturanderung dT/dt. Stellen wir uns die Erde vereinfacht als
gleichmifBig von Wasser bedeckten Planeten vor, erhalten wir fir den Proportionalitatsfaktor

C = Pu20 - Cm20 - h - oo,

wo pmo = 10° kg/m® die Dichte und cmpo = 4,19-10° J/(kg'K) die spezifische Warme von
Wasser bezeichnen. Mit einer durchschnittlichen Meerestiefe von h = 30 m bis 40 m und einem
Anteil des Meeres an der gesamten Erdoberfliche von etwa oupo = 70% kommt Fraedrich
(1979) fiir ¢ auf einen Wert in der Grofenordnung von ¢ = 10® J/(m*K).
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Die Sonneneinstrahlung R, hingt zunéchst vom Strahlungsangebot am Rand der Atmosphire
ab. Der Energiebetrag, den die Erde an der Obergrenze der Atmosphire von der Sonne pro
Flachen- und Zeiteinheit zugestrahlt bekommt, ist durch die Solarkonstante I gegeben und
betragt etwa 1360 W/m’. Von der Sonne aus gesehen erweckt die Erde optisch den Eindruck
einer Kreisscheibe, die einseitig bestrahlt wird. Da die Kugeloberflache jedoch viermal grofler
als die der Strahlung ausgesetzte Querschnittsfliche ist, betragt das Strahlungsangebot im
Tagesmittel lediglich /4 = 340 W/m”. SchlieBlich muB beriicksichtigt werden, daf ein guter
Teil der einstrahlenden Energie wieder in den Weltraum zuruckreflektiert wird. Das Verhaltnis
der reflektierten zur einfallenden Energie wird durch die planetare Albedo a bestimmt und
betragt fiir die Erde im Durchschnitt etwa 30% bei grof3en Unterschieden in Abhangigkeit von
Bodenbeschaffenheit, Bewolkung und Temperatur (siche Tab. 1). Demnach gilt fiir die

Wairmeeinstrahlung insgesamt
(2) Rin = (/)T (1-a) = 340 n (1 — ).

Der Parameter | in Gleichung (2) soll die Untersuchung von Schwankungen der Solar-

konstanten ermoglichen. Wenn nicht anders angegeben wird u = 1 gesetzt.

Tabelle 1. Planetare Albedo, d.i. der Anteil der re-
[flektierten zur einfallenden Strahlungsenergie, in
Abhdngigkeit von der Bodenbeschaffenheit

Korper Albedo
Ozean 39% (2% - 70%)
Wolken 70% - 90%
Schnee 50% - 90%
Wiesen 2% - 5%
Wald 4% - 10%
Mond 7%
Venus 76%
Mars 15%

Die von der Erde abgegebene Wirmestrahlung ist nach dem Stefan-Boltzmann’schen Gesetz
proportional zur vierten Potenz ihrer Oberflachentemperatur, d.h.

(3) Rus = 6 TY

Dabei ist der Proportionalititsfaktor durch die Stefan-Boltzmann-Konstante ¢ = 5,67-10°®
W/(m’K*) gegeben und Abweichungen vom idealen schwarzen Koérper werden durch einen
zusitzlichen Faktor, die Emissionsfahigkeit €, beriicksichtigt. Dieser betragt fiir schwarze
Korper € = 1, fiir die Erde gilt vor allem durch den Einflu3 der Bewolkung € < 1.
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Setzen wir nun (2) und (3) in Gleichung (1) ein, so resultiert als Modellgleichung unseres

Klimamodells
4) c-dT/dt = Rejn— Ruws = 340 (1 — ) — 5,67-10% ¢ T*,

Damit haben wir eine Differentialgleichung fiir die Erdoberflachentemperatur T(t) als Funktion
der Zeit t erhalten, welche die Temperaturanderung dT/dt in Abhangigkeit von der Temperatur
T und den Parametern p, o und € beschreibt. Gleichung (4) bildet den Ausgangspunkt fiir alle
Klimamodelle in dieser Darstellung und ermoglicht eine qualitative Untersuchung des Tempe-
raturverhaltens, wobei wir uns auf das Aufsuchen von moglichen stationiren Klimazustanden

sowie auf deren Stabilititsverhalten konzentrieren werden.

Als Referenzmodell wihlen wir nun mit Fraedrich (1979) fur die planetare Albedo den Wert
o = 28,4% und fiir die Emissionsfihigkeit der Erde € = 0,62. Die relative Sonneneinstrahlung
werde zuniachst auf den Standardwert |1 = 1 gesetzt. Damit folgt Rein = 243, Raws = 3,5-10°%T*
und die Modellgleichung des Referenzmodells lautet

(Modell A) c-dT/dt = p+rT?,

wobei p =243 und r = —3,5-10" ist.

. Strahlungsdichte [in W/m’]

300 —
Raus
200 —
Rein
100 —
T*
| | [ 4
100 200 300 Temperatur T [in K]
> —

Rop > Ruys = dT/dt>0  dT/dt<0

Abbildung 1. Stabilitdtsverhalten des Referenzmodells A

Wir ermitteln zunachst die stationiren Klimazustinde, d.h. die konstanten Losungen T = T*
von Gleichung (A). Dazu setzen wir dT/dt = p + rT* = 0 und erhalten als Gleichgewichts-
temperatur T* = {/~p/r = 288,7 K, also etwa 16 °C. Ferner kann aus Gleichung (A) auch das
Stabilitatsverhalten des Gleichgewichtszustandes T* ermittelt werden: Gilt T < T*, so folgt
(wegen ¢ > 0) dT/dt > 0 und T ist monoton wachsend, wohingegen fiir T > T* die Temperatur
T monoton fallend ist. Somit fiihren Temperaturauslenkungen aus der Gleichgewichtslage stets
wieder zu T* zuriick, T* ist asymptotisch stabil. Dieses Stabilitatsverhalten kann auch aus

Abb. 1 abgelesen werden.
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Wir untersuchen nun die Abhangigkeit des Klimamodells (A) von der relativen Sonnen-
einstrahlung |, d.h. wir fragen, wie sich Schwankungen in der Sonneneinstrahlung auf die
Gleichgewichtstemperatur T* auswirken konnen. Anstelle von Gleichung (A) trtt in diesem
Fall

(Modell A”) c-dT/dt = p(u) +r T

mit p(t) = 243 und r wie oben. Die Gleichgewichtstemperatur betragt dann allgemein T*(p)
=288,7u"* K und ist ebenfalls asymptotisch stabil (vgl. Abb. 2). Somit hat zwar eine Anderung
des Parameters p auch eine Verschiebung des Temperaturgleichgewichts zur Folge, die
Stabilitit dieses Gleichgewichts bleibt jedoch erhalten. Zu der inneren Stabilitit des Modells
gegeniiber lokalen Temperaturschwankungen tritt eine strukturelle Stabilitat des Klimamodells
in Bezug auf die Sonneneinstrahlung.

. Gleichgew. Temp. T* [in K]

4

500 —

T T*(w)
e 7\

|

T 1 >
0.5 Lo 1.5 rel. Sonneneinstr. p

Abbildung 2. Strukturelle Stabilitdt des Referenzmodells A bei unterschiedlicher Sonneneinstrahlung

3. Albedo - Temperatur - Riickkoppelung

Im folgenden Modell soll die planetare Albedo nicht mehr als konstant angesetzt, sondern ihre
Abhangigkeit von der Temperatur beriicksichtigt werden. Schnee- und eisbedeckte Ober-
flichen weisen beispielsweise ein wesentlich hoheres Riickstrahlungsvermogen auf als
Flissigwasseroberflachen. Fraedrich (1978) geht in seinem Klimamodell von einer linearen
Albedo-Temperatur-Relation der Form o(T) = a — bT nach Budyko (1969) und Sellers (1969)
aus, wobei die Albedo bei tiefen Temperaturen ihre obere Schranke von oo = 0,75 annimmt
(vgl. Abb. 3):

0,75 T<T,
(5) a(T)=128-0,009T fiur T, <T<T,
0 T>T,
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mit T; = 2278 K und T, = 311 K. Weitere Ansitze mit dhnlichem qualitativen Verlauf sind
z.B. durch oT) = 1,12 — 10”°T* nach Fraedrich (1979) oder o(T) = 0,42 — 0,2 tanh(0,052(T —
276,15)) nach Griffel und Drazin (1981) gegeben.

4 Albedo o(T)
1 =
0,75

Temp. T [in K]
T >
2278 311

Abbildung 3. Lineare Albedo-Temperatur-Relation

Schreiben wir wieder Ren(T) = 340u(1 — oT)) fur die Wirmeeinstrahlung und R.(T) =
5,67-10%T* fur die Warmeausstrahlung, wobei nach Fraedrich (1978) nun o(T) gemiB (5)
und € = 0,69 gewihlt werde, dann folgt aus (4) die neue Modellgleichung

iT p, +rT* T<T,
(Modell B) c-—=1p, +q,T+rT* fur T, <T<T
dt pZ q2 1 2

p, +1T* T>T,

mit p; = 85, p» = —61211, qz = 3,06, ps = 340p und r = -3,91-10*

Im Gegensatz zu Modell A treten diesmal fiir p = 1 drei stationare Klimazustidnde auf: Aus p,
+1T* = 0 folgt T,* = 215,9 K (ungefihr ~57 °C) und die Gleichung p, + q.T + rT* = 0 besitzt
die beiden reellen Losungen Ty* = 249,6 K (etwa —23 °C) und T3* = 288,3 K (etwa 16 °C)
(welche am zweckmaiBigsten mit Hilfe des Newton’schen Naherungsverfahrens bestimmt
werden). Fir T > T, gilt stets dT/dt < 0, sodaB hier kein weiterer Gleichgewichtspunkt moglich
1st.

Das Stabilititsverhalten dieser drei Gleichgewichtslagen kann aus Abb. 4 abgelesen werden.
Wihrend die Temperaturen T;* und Ts* beide asymptotisch stabil sind, also kleine
Auslenkungen aus den stationaren Zustanden mit der Zeit immer wieder ausgeglichen werden,
ist To* instabil, d.h., jede auch noch so geringe Auslenkung aus T»* wachst zu groferen
Abweichungen an und fiihrt entweder zu einem Temperaturanstieg auf den stationiren Wert
T:* oder zu einen Abfall auf T;*. Die dem heutigen Zustand unserer Erde entsprechede
Gleichgewichtstemperatur liegt bei T;*. Mit denselben Modellparametern ist jedoch auch eine
zweite Gleichgewichtstemperatur moglich, namlich T1*. Diese wurde sich - etwa infolge einer
Klimakatastrophe - bei Durchschnittstemperaturen unter T,* einstellen und entspricht dem

Zustand einer vollig vereisten Erdoberflache.
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Strahlungsdichte [in W/m’]

F
500
300 —
100 —
100 200 300 Temperatur T [in K]
— —————
dT/dt> 0 <0 >0 <0

Abbildung 4. Stabilititsverhalten des Modells B mit Albedo-Temperatur-Rickkoppelung

Gehen wir nun der Frage der Existenz und Stabilitit von Gleichgewichtslagen in Abhéngigkeit
von der relativen Sonneneinstrahlung u nach, so ergibt sich folgendes Bild (vgl. Abb. 5): Fir
Werte um p = 1 sind, wie oben, stets drei verschiedene Gleichgewichtstemperaturen T,*, T,*
und Ts* moglich, wobei der instabile Zustand T,* die Einzugsbereiche der beiden anderen
stabilen Temperaturzustande trennt. Bei hoher Sonneneinstrahlung existiert als einziger
stationdrer Klimazustand nur mehr Ts*, bei riicklaufiger Sonneneinstrahlung (u < 0,97, siehe
Abb. 5) kommt es zu einer dramatischen Abkiihlung und das System gelangt in den Einzugs-
bereich des stabilen stationiren Vereisungszustandes T,*. Somit liegt ein Beispiel struktureller
Instabilitat vor. Die zugehorige Stabilitatsgrenze kann leicht gefunden werden: Setzt man
namlich in Gleichung (B), mittlere Zeile, dT/dt = 0 und bestimmt daraus explizit die Kurve der
Temperatur-Gleichgewichtslagen in der Form p = w(T), so liegt die Stabilitatsgrenze im
Bifurkationspunkt T:* dieser Kurve (vgl. Abb. 5), d.i. der einzige Punkt mit dy/dT = 0. Damit
ergibt sich To3* =266,7 K und p = 0,97.

. Gleichgew. Temp. T* [in K]

400 —

200 —

I Ld

0,5 1,0 rel. Sonneneinstr. p

’

Abbildung 5. Strukturelle Instabilitdt des Modells B bei unterschiedlicher Sonneneinstrahlung
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Bisher haben wir uns ausschlieBlich fur stationdre Klimazustidnde und deren Stabilitdtsverhalten
interessiert. Das dynamische Modellverhalten, d h. die Bestimmung des zeitlichen Temperatur-
verlaufs auBerhalb der Gleichgewichtslagen kann am einfachsten durch eine Computer-
simulation gefunden werden. Die Grundgleichung (4) und alle daraus abgeleiteten Modell-
gleichungen stellen gewohnliche explizite Differentialgleichungen dar, welche beispielsweise
mit Hilfe des Eulerschen Polygonzugverfahrens (oder eines verbesserten Verfahrens hoherer
Ordnung) numerisch gelost werden konnen.

Die dazu benotigten Methoden sind z.B. in Karigl (1991, 1992) anhand von Aufgaben aus der
Biomathematik eingehend erortert. Das Ergebnis einer solchen Computersimulation ist in
Abb. 6 dargestellt und zeigt den Temperaturverlauf nach Modell (B) fiir die relative

Sonneneinstrahlung p = 1,1 und verschiedene Anfangswerte zwischen 0 und 500 K.

Ein Simulationsmedel zur Beschreibung g:iohail‘ér"l‘(}iméﬁndcnmgen

Abbildung 6. Computersimulation fir das Modell B mit Albedo-Temperatur-Riickkoppelung
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4, Treibhauseffekt

Ein nachster Schritt, unser Klimamodell besser an die realen Gegebenheiten auf der Erde
anzupassen, besteht in einer Modifikation des Ansatzes fur die Warmeabstrahlung R,
Tatsichlich gibt die Erde nicht nur wie ein schwarzer (oder grauer) Korper Warme in den
Weltraum ab, vielmehr kommt es durch das Vorhandensein von atmospharischen Gasen wie
z B. Wasserdampf oder Kohlendioxid zu einer Gegenstrahlung (Treibhauseffekt). Vor allem
Wolken schwachen durch ihre Absorptionseigenschaft die Ausstrahlung der Erde deutlich ab,
wobei dieser Effekt bei hohen Temperaturen durch einen hoheren Wolkenbedeckungsgrad
stirker ausfillt als bei niedrigen Temperaturen. Fraedrich (1979) tragt diesem Verhalten durch
eine Verminderung der Emissionsfahigkeit € in Abhangigkeit von der Erdoberflichen-
temperatur T Rechnung gemal

(6) &(T) = 1— (ecoz + €mo T?) = 0,87 —3-10° T?,

wobei gco, die Verminderung der Emissionsfahigkeit durch CO,, &m0 jene durch Wasserdampf
beschreibt. Setzen wir fiir die Sonneneinstrahlung Re;, = 340p(1 — o) mit oo = 28,4% wie im
Referenzmodell und fiir die Warmeausstrahlung Ru(T) = 5,67-10°¢(T)T* mit &(T) gemaB (6),

so erhalten wir
(Modell C) c-dT/dt = p+rT*+sT°
mit p =243p, r=-4,9-10%und s = 1,7.10™".

+ Strahlungsdichte [in W/m’]

500 ] Raus
300 — Rein
100 —
T* T,* R
[ I [ "
200 400 600  Temperatur T [in K]
dT/dt >0 dT/dt <0 dT/dt>0

Abbildung 7. Stabilitdtsverhalten des Modells C mit Treibhauseffekt

Entsprechend dem bisherigen Vorgehen werden zunichst die stationaren Klimazustinde bei
normaler Sonneneinstrahlung (d.h. i = 1) sowie deren Stabilitatsverhalten ermittelt. Setzen wir
in Gleichung (C) dT/dt = 0, so erhalten wir die einzigen beiden physikalisch relevanten
Temperaturwerte T;* = 289,1 K (etwa 16 °C) und T>* = 518,1 K (etwa 245 °C). Eine
Stabilitatsanalyse zeigt, daB diec dem heutigen Zustand entsprechende Gleichgewichts-
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temperatur T;* wieder asymptotisch stabil, T,* dagegen instabil ist (siehe Abb. 7). Fur
Temperaturen T > T,* kommt es zu einem fortgesetzten Autheizen der Erdatmosphire -
zumindest so lange, bis bei extrem hohen Temperaturen der Treibhauseffekt praktisch nicht
mehr wirksam ist.

Die Abhangigkeit des Klimamodells (C) von der Sonneneinstrahlung illustriert die Temperatur-
Gleichgewichtskurve p(i) + rT* + sT® = 0. Diese Kurve kann in der Form u = p(T) explizit
dargestellt werden und ist in Abb. 8 skizziert. Es zeigt sich, daB ein gemaBigtes stabiles
Temperaturgleichgewicht T,* iiber weite Bereiche des Parameters | existiert und theoretisch
erst bei extrem hoher relativer Sonneneinstrahlung verloren geht. Die kritische Grenze, bei der
sich das Stabilititsverhalten des Klimasystems grundlegend andert, kann wie in Modell (B) aus
d/dT = 0 ermittelt werden und liegt bei T1,* = 438,4 K bzw. p = 2.,48.

4 Gleichgew. Temp. T* [in K]

ot

500 —

T >

1 2.5 rel. Sonneneinstr. p

Abbildung 8. Strukturelle Instabilitdit des Modells C mit Treibhauseffekt

Eine Kombination der beiden in den Modellen (B) und (C) beriicksichtigten Effekte fiihrt auf
ein allgemeines Modell, welches jedoch vollkommen analog zu dieser Darstellung behandelt
werden kann. Dabei zeigt sich, daB das gemaBigte Temperaturgleichgewicht, das dem heutigen
Zustand unserer Erde entspricht, nur lokale innere bzw. lokale strukturelle Stabilitat besitzt.
GroBere Abweichungen der Erdoberfldchentemperatur oder der Sonneneinstrahlung konnen zu
einem Kippen des Systems in einen Zustand andauernder extremer Kalte oder extremer Hitze
fuhren (vgl. Fraedrich (1979)).

AbschlieBend sei erwihnt, daB3 samtliche der hier besprochenen Modelle zur Gruppe der so-
genannten nulldimensionalen Klimamodelle zahlen, bei denen die Klimaelemente, in erster Linie
die Temperatur, nur Funktionen der Zeit sind und raumliche Abhéngigkeiten nicht betrachtet
werden. In eindimensionalen Modellen wird auch die Abhingigkeit von einer raumlichen
Dimension, in der Regel von der geographischen Breite beriicksichtigt, soda3 hier auch eine

Erfassung des Warmeaustausches zwischen dem Aquator und den Polen (meridionaler

-42 -




Wirmeflu) moglich wird. Bei zweidimensionalen Modellen wird zusatzlich der Einflufl der
Hohe innerhalb der Atmosphire auf die Klimaelemente miteinbezogen. Die Behandlung
hoherdimensionaler Klimamodelle erfordert jedoch in Bezug auf analytische Methoden sowie
bei der Computersimulation einen Aufwand, der tber den vorgegebenen Rahmen dieser
Darstellung hinausgeht.
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